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Document 1 : Repérages, éléments de longueur, de surface et de volume 
 
On peut repérer la position d’un point dans l’espace à l’aide de plusieurs systèmes de 
coordonnées. Ce sont les conditions particulières du système qui vont conditionner le choix du 
système le plus adapté (par exemple les invariances et symétries) 

i) En base cartésienne : 
 

La position d’un point est repérée par le jeu de variables ),,( zyx  par rapport à O et le vecteur 

position est donné par 
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ii) En base cylindropolaire ou cylindrique : 
 

Les coordonnées d’un point M sont données par le jeu de variables ),,( zr  et le vecteur position 

par 
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Une variation élémentaire OMdMM ' a 
pour composante dx, dy, dz dans la base  

),,( zyx eee des coordonnées cartésiennes. 

zyx edzedyedxOMd  . 

Un élément de surface sera donné par le 
produit des éléments différentiels définissant 
ses côtés. dxdydS MBAA ' ou dzdydS MCAAA '' ou

dxdzdS CAMC '  

Un élément de volume sera donné par le 
produit : dxdydzdV   
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iii) En base sphérique : 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
Questions : 

1) Déterminer, par le calcul, le périmètre ࡼ d’un cercle de rayon ࡾ. 

 

2) Déterminer, par le calcul, la surface ࡿ d’un disque de rayon ࡾ. 

 

3) Déterminer, par le calcul, la surface ࡿ d’une sphère de rayon ࡾ 

 

4) Déterminer, par le calcul, le volume ࢂ d’une sphère de rayon ࡾ 
 

 

 

ሬሬሬሬ⃗ݑ  La position d’un point est repérée par le jeu de variables 
 par rapport à O et le vecteur position est  (߮,ߐ,ݎ)
donnée par : 

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ = ቆ
ݎ
0
0
ቇ = ሬሬሬ⃗݁ݎ   dans la base (݁ሬሬሬ⃗ , ݁ሬሬሬሬ⃗ , ݁ఝሬሬሬሬ⃗ )  

 

  

ఝሬሬሬሬሬ⃗ݑ  

ሬሬሬሬ⃗ݑ  

La variation différentielle OMdMM ' est donc 

donnée dans la base de projection ),,(  eeer par : 

  edrerdedrOMd r sin  

Les éléments de surface sont donnés par : 

rdrddS MBAA ' ou drdrdS CAMC sin'  ou 

 ddrdS AAMC sin2
'''   

L’élément de volume est lui donné par : 

 ddrdrdV sin2  
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Document 2 : L’opérateur gradient 

1) Rappels et définition de l’opérateur gradient 

Fonction (ne posant pas de problème de 
dérivabilité) 

Variation de la fonction 

Fonction affine : 
(ݔ)ݕ = ݔܽ + ܾ 

La pente est définie par ܽ = ∆௬
∆௫

 et donc : 
ݕ∆ = ݔ∆ܽ =  ݔ∆′ݕ

Fonction quelconque d’une variable : 
 (ݔ)݂

La dérivée vérifie : 

݂ᇱ(ݔ) =
݂݀
ݔ݀

 
La variation locale (ou élémentaire) est donnée 
par : 

݂݀ = ݂ᇱ(ݔ)݀ݔ 
Fonction de trois  variables : 

,ݔ)݂ ,ݕ  (ݖ
La variation locale (ou élémentaire) est donnée 
par : 

݂݀ = ൬
߲݂
ݔ߲
൰
௬,௭
ݔ݀ + ൬

߲݂
ݕ߲
൰
௫,௭
ݕ݀ + ൬

߲݂
ݖ߲
൰
௫,௬
 ݔ݀

On va écrire ce résultat sous la forme d’un 
produit scalaire : 

݂݀ = ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗݀ܽݎ݃ ݂. ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ݀  
On démontre alors les définitions de l’opérateur gradient dans les différentes bases : 

En base cartésienne : En base cylindrique Base sphérique 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2) Propriétés de l’opérateur gradient  

On peut donner quelques propriétés de l’opérateur gradient : 

Norme de ࢊࢇ࢘ࢍሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࢊࢇ࢘ࢍ Direction de ࢌ ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࢊࢇ࢘ࢍ Sens de ࢌ  ࢌ
Traduit un taux de variation 
spatial : donc norme non nulle 
si ݂ dépend de l’espace. 

Soit une surface pour laquelle une 
fonction ݂ possède une valeur 
constante. Alors pour tout 
déplacement ܱ݀ܯሬሬሬሬሬሬ⃗  le long de cette 
surface on a ݂݀ = 0 et donc 
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗݀ܽݎ݃ ݂. ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ݀ = 0. On peut affirmer 
que le vecteur ݃݀ܽݎሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ݂ est 
perpendiculaire aux surfaces où ݂ 
est constante. 

Par définition, le sens de 
l’opérateur gradient est 
celui de l’augmentation 
de la fonction 
considérée. 
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3) Questions Comment repérer sur le graphe ci-dessous une zone de vents forts ? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


