
Exercice : Gradient  

Soit une fonction 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), une fonction de l’espace en repérage cartésien 

1) Donner l’expression de la différentielle 𝑑𝑓 de 𝑓 en fonction de se dérivée 

partielles 

2) Exprimer 𝑑𝑓 en fonction de 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑓. 

3) En déduire l’expression de l’opérateur gradient en repérage cartésien. 

4) Reprendre les questions précédentes en repérage sphérique 

 

Exercice : Gradient  

On rappelle la définition de l’opérateur gradient appliqué à une fonction scalaire 𝑓(𝑀) : 

𝑑𝑓 = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑓. 𝑑𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

1) Calculer le gradient de 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 avec 𝑎 et 𝑏 constants 

2) Représenter quelques lignes de champ de 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑓 

3) Identifier les surfaces pour lesquelles 𝑓 est constant.  

Exercice : Gradient  

1) Rappeler le lien entre le travail d’une force conservative 𝐹𝑐⃗⃗  ⃗ et son énergie 

potentielle 𝐸𝑝(𝑀). 

2) Montrer que 𝐹𝑐⃗⃗  ⃗ = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝐸𝑝 

3) Soit un objet de masse 𝑚 dans le champ de pesanteur terrestre 𝑔  uniforme. 

Déterminer l’expression de l’énergie potentielle 𝐸𝑝𝑝 de pesanteur en utilisant 

l’opérateur gradient  

4) Soit un objet de masse 𝑚 dans le champ gravitationnel non uniforme de la Terre : 

𝐺 (𝑀) = −𝐺
𝑀𝑡

𝑟2
𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗  où 𝐺 est la constante gravitationnelle, 𝑟 la distance entre la 

masse 𝑚 et le centre de la Terre et 𝑀𝑡 la masse de la Terre. 

Déterminer l’énergie potentielle associée à la force gravitationnelle. 

 

 

 

 

 

 

Exercice : Gradient  

La variation locale (ou élémentaire) est donnée par : 𝑑𝑓 = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦,𝑧
𝑑𝑥 + (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥,𝑧
𝑑𝑦 +

(
𝜕𝑓

𝜕𝑧
)
𝑥,𝑦
𝑑𝑥 

On va écrire ce résultat sous la forme d’un produit scalaire :𝑑𝑓 = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑓. 𝑑𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

En base 

cartésienne : 
En base cylindrique Base sphérique 
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Exercice  : Gradient  

On rappelle la définition de l’opérateur gradient appliquée à une fonction scalaire 𝑓(𝑀) : 

𝑑𝑓 = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑓. 𝑑𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

1) 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑓 = 𝑎𝑢𝑥⃗⃗⃗⃗   

2) Champ uniforme 

3) Plans perpendiculaires à 𝑢𝑥⃗⃗⃗⃗  

Exercice : Gradient  

1) 𝑑𝐸𝑝 = −𝛿𝑊 = −𝐹 . 𝑑𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

2) 𝐹 = −𝑔𝑟𝑎𝑑
→    

𝐸𝑃 

3) 𝐸𝑝𝑝 = ±𝑚𝑔𝑧 + 𝐶𝑡𝑒 

4) 𝐸𝑝 = −
𝐺𝑀𝑚

𝑟
 

 

 

 

 



Exercice : opérateur gradient 

On rappelle la définition de l’opérateur gradient appliqué à une fonction scalaire 𝑓(𝑀) : 

𝑑𝑓 = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓. 𝑑𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

1) Calculer le gradient de 𝑃(𝑧) = −𝜌𝑔𝑧 + +𝑃0 avec 𝜌, 𝑔 et 𝑃0 constants 

2) Représenter quelques lignes de champ de 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑃 

3) Identifier les surfaces pour lesquelles 𝑃 est constant 

 

Exercice : Question de cours : 

On considère un élément de volume 𝑑𝑉 de fluide au repos dans un référentiel Galiléen lié 

à une base cartésienne représentée ci-dessous. 

 

1) Montrer que le bilan de force pressante (volumique) 𝑑𝑓𝑣⃗⃗  ⃗ s’exerçant sur 𝑑𝑉 est 

𝑑𝑓𝑣⃗⃗  ⃗ = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑃𝑑𝑉 

2) Etablir alors la loi de la statique des fluides dans le champ de pesanteur terrestre 

𝑔 . 

Exercice : opérateur gradient 

1) Soit 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧, calculer 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓 

2) Idem pour 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 +
𝑥𝑦𝑧

𝑎
 

3) Idem pour 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2 + 2𝑎(𝑥 − 𝑧) + 𝑏2 

 

 

Exercice  : Question de cours : 

- Le bilan des forces de pression suivant 𝑢𝑥⃗⃗⃗⃗  est : 

- 𝑑𝐹𝑉⃗⃗⃗⃗ . 𝑢𝑥⃗⃗⃗⃗  = (𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑃(𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦, 𝑧))𝑑𝑦𝑑𝑧 = −
𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑑𝑉 

- 𝑑𝐹𝑉⃗⃗⃗⃗ = −(
𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑢𝑥⃗⃗⃗⃗ +

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑢𝑦⃗⃗ ⃗⃗ +

𝜕𝑃

𝜕𝑧
𝑢𝑧⃗⃗⃗⃗ )𝑑𝑉 

- Soit 𝑔  le champ de pesanteur (terrestre), 𝜌(𝑀) la masse volumique du fluide au 

point 𝑀, alors un volume élémentaire statique c’est-à-dire en équilibre avec son 

poids vérifie :  

- 𝜌(𝑀)𝑔 = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑃(𝑀) 

 

 

Exercice  : 

1) 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓 = (

𝑦𝑧
𝑥𝑧
𝑥𝑦
) 

2) 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓 =

(

 
 
𝑦 + 𝑧 +

𝑦𝑧

𝑎

𝑥 + 𝑦 +
𝑥𝑧

𝑎

𝑥 + 𝑦 +
𝑦𝑧

𝑎)

 
 

 

3) 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓 = (
6𝑥
0
−2𝑎

) 

 

 

 

 

 

 

 

 



Exercice : gradient 

On considère un cylindre métallique dont le champ des températures est le suivant : 

𝑇(𝑟, 𝑧) = 𝑇0 + 𝑎𝑟
2 + 𝑏𝑧 

Calculer le gradient de 𝑇 en repérage cylindrique 

Exercice gradient : 

Soit un fluide compressible au repos dont la masse volumique vérifie 𝜌(𝑧) = 𝜌0(1 + 𝛽𝑧) 

avec un axe verticale descendant. Donner l’expression de 𝑃(𝑧) 

Exercice gradient : 

On considère un bécher en rotation : 

 

On montre alors la pression dans le verre est alors donnée par : 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑃 = (
𝜌𝜔2𝑟
0
−𝑔

) 

Trouver 𝑃(𝑟, 𝑧) en repérage cylindrique 

 

 

 

 

 

Exercice : gradient 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑓 = (
2𝑎𝑟
0
𝑏
) 

Exercice : gradient 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑃 = (
0
0

𝜌0(1+ 𝛽𝑧)𝑔
) 

𝑃(𝑧) = 𝑃0 + 𝜌0(𝑧 +
𝛽𝑧2

2
)𝑔 

Exercice : gradient 

𝑃(𝑟, 𝑧) =
𝜌𝜔2𝑟2

2
+ 𝐶𝑡𝑒(𝑧) =

𝜌𝜔2𝑟2

2
− 𝑔𝑧 + 𝑃0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Question de cours 

a) Placer, dans la base cartésienne, le point 𝐴(2; 2; 2√2). 

b) Quel est le jeu de variables (𝑟, 𝛳, 𝑧) décrivant la position du point 𝐴 dans la base 

cylindrique ? Représenter la base cylindroplaire associée à cette position du point 

𝐴. 

c) Quel est le jeu de variables (𝑟, 𝛳, 𝜑) décrivant la position du point 𝐴 dans la base 

sphérique ? Représenter la base sphérique associée à cette position du point 𝐴 

 

Exercice 1 : Repérage : 

1) Dessiner la base cylindrique (𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ , 𝑢𝜃⃗⃗⃗⃗  , 𝑢𝑧⃗⃗⃗⃗ ) en un point 𝑀(𝑟, 𝜃, 𝑧) 

2) Déterminer la surface latérale 𝑆 d’un cylindre de rayon 𝑅 et de hauteur ℎ. 

3) Déterminer la masse 𝑚 du cylindre précédent si sa masse volumique 𝜌(𝑟) =
𝜌0𝑟

𝑅
 

𝜌0 et 𝑅 sont des constantes. 

4) Déterminer le moment d’inertie 𝐽 d’une sphère homogène de masse volumique 𝜌 

autour de son axe  𝑂𝑧. On rappelle que 𝐼 = ∫𝐻𝑀2𝑑𝑚 où 𝐻𝑀 est la distance 

radiale du point M avec l’axe 𝑂𝑧. On donne ∫𝑠𝑖𝑛3𝛳 = ∫(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝛳)𝑠𝑖𝑛𝛳𝑑𝛳 =−

∫(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝛳)𝑑𝑐𝑜𝑠𝛳 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 1 Repérage : 

1)  

2)𝑆 = 2𝜋𝑅ℎ 

3)𝑚 =
2𝜋𝜌0ℎ

3
𝑅2 

4)𝐼 = ∫𝐻𝑀2𝑑𝑚 = 𝜌∫𝑟4𝑠𝑖𝑛3𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑𝑑𝑟 = 2𝜋𝜌
𝑅5

5

4

3
 

𝐼 = 2𝑚
𝑅2

5
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